Dynamique : théorie classique du choc

par Jean-Pierre BROSSARD
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MECANIQUE GENERALE

ans de nombreux cas pratiques, les actions mécaniques mises en jeu

agissent pendant un temps trés court tout en ayant une grande amplitude.
Soit une action F . Ses composantes X, Y, Z ont alors I’allure de la figure
ci-dessous.

Du point de vue de la loi fondamentale de la mécanique, il n’y a pas de
changement de nature. Par contre, en pratique, la différence est fondamentale :
du point de vue physique, il est trés difficile de mesurer effectivement ces actions
meécaniques.

Aussi, dans certains cas, a-t-on été conduit a une formulation qui, pour
I’étude des mouvements, permet de se passer de la connaissance effective de
ces actions. C’est la théorie classique du choc.

Nous verrons, par ailleurs, qu’il y a une conséquence mathématique impor-
tante. Il y aura, au cours de cette phase [t;, t,], une brusque variation des
vitesses que nous traiterons mathématiquement comme des discontinuités.
Pour trouver le mouvement a l'issue de cette phase, nous aurons a résoudre
des systéemes de Cramer ol les inconnues seront les variations de vitesse au
lieu d’avoir a trouver la solution d’équations différentielles du second ordre, ce
qui explique le fait historique que la théorie du choc ait été développée trés tét.

De nos jours, il y a un renouveau d’intérét pour la théorie du choc du fait de
I’accroissement des vitesses des moyens de locomotion et des brusques varia-
tions qui peuvent survenir.

C’est une théorie importante dans toutes les questions de sécurité et dans les
jeux de balle.

|4

12|

Figure A - Force grande pendant un temps court

Pour une meilleure compréhension du texte, le lecteur devra se reporter aux formulations
établies dans les articles précédents de mécanique générale parus dans ce traité :

[A 1 660] Méthode de I'étude ;

[A 1 661] Cinématique générale ;

[A 1 663] Développement de la cinématique ;

[A 1 664] Dynamique générale. Forme vectorielle ;

[A 1 666] Dynamique générale. Forme analytique ;

[A 1 667] Dynamique : Etude des états.

Les notations utilisées dans cet article sont, par conséquent, celles qui y sont définies, et les
relations établies précédemment sont considérées comme acquises et reprises sans nouvelle
démonstration.
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1.1 Impulsion d’une force. Percussion

Dans ce paragraphe, nous allons définir les concepts et les outils
de la théorie du choc.

Impulsion élémentaire d'une force
Soit une force F agissant sur un systéme quelconque.

On appelle impulsion élémentaire du vecteur F le vecteur
—

N
dl = Fdt.
Impulsion intégrée

N
On appelle impulsion intégrée au vecteur F pendant I'intervalle

- P 1 i 12 =
de temps [t,, t4] I'intégrale vectorielle I = J; F dt.
1

. e g . .
Cela signifie que les composantes de | sont les intégrales des
—
composantes de F .

Dimension de I'impulsion

La dimension de Iimpulsion est MLT2T=MLT™"; cest le
produit d'une force par un temps.

En mécanique, une autre notion se présente sous une forme,

. — 2 .
comparable : c’est le travail dW = F - dP . C’est un scalaire. Il a
la dimension ML2 T2,
Le travail peut étre nul sans que I'impulsion le soit.
Exemple
— Lo
Supposons F  orthogonala v

173
ft F . Vdt=0= W =0

t, N
?dt¢0:> I #0

b
Remarque : le travail est un scalaire alors que I'impulsion est un vecteur.

Percussion

Limpulsion a une signification bien précise. Reprenons notre
figure de la force trés grande qui agit pendant un temps trés court
(figure 1).

X4

Figure 1 - Percussion
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N
Nous avons, par exemple, pour les composantes de [

12}
L= [ xat
t

Si | X| devient grand pendant un temps court et si 'intégrale I,
demeure finie, on dit que I'on a affaire a une percussion au lieu de

N
I'impulsion I . ~
— L,
On notera: F = : F dt
t N t
X th Y Ydt; Z= Zdt

t

En physique, cette idée a été exploitée par Dirac. En mathéma-
tiques, cela a donné lieu a la théorie des distributions de L. Schwartz.
1.2 Forme impulsive de la loi fondamentale

Soit ? la force agissant sur un point P de masse m. La loi
fondamentale s’écrit (article [A 1 664]) :

—
F = J9 Pym

Multiplions par dt les deux membres de cette équation :

Fdt = md9 v (P)

t
SR R REN
1 2 1

—>
On notera la différence de vitesse par Av9(P).

N N
D’ou I = mAv9 (P)

Théoréme. La variation de la quantité de mouvement d'un
point matériel pendant un intervalle de temps quelconque est
égale a I'impulsion relative a cet intervalle.

1.3 Définition d’un phénomeéne de choc

=4 - - o
Supposons une force F agissant sur un point matériel de
masse dm:

— —
F = J9P)dm
Si F devient trés grand pendant un temps trés court, il en sera

—
de méme pour J? (P). Il y aura une variation trés rapide de

—
v? (P). Précisons ce phénomeéne.

1.3.1 Caractéristiques d’'un phénoméne de choc

Brusque variation de vitesse

[
o[, [
! 2 1

= —
=
F = mAveY (P)

A 1668-3



MECANIQUE GENERALE

Le théoreme de la moyenne permet d’écrire :
RN —>
Fmoyx(tz—t1) = mAv9(P)
Supposons que F (son module) devienne grand de maniére

—
que F,_ .. devienne de l'ordre de 1/(t, - t), c'est-a-dire que ce

vecteur soit de la forme :

P
—_> P
F =_F ? vecteur non nul
moy ~ t2— t1’
S
— —
F = mAv9 (P)

on a donc:
La différence de vitesse est donc un vecteur fini. Il y a brusque
variation de vitesse, ce qui nous conduit a la traiter comme une
discontinuité.
Exemple : balle de golf frappée par un driver (figure 2).
La composante horizontale de la vitesse de la balle au départ peut
atteindre 75 m/s et la force de contact 15 000 N.

Xonay = 0042 =2 = 78N

Onadonc:

La force moyenne est trés faible alors que la force maximale est trés

grande.
Cet exemple simple montre clairement que la notion de force est

inadéquate en théorie du choc. C'est pourquoi, on utilise la notion de
percussion.
Pas de changement appréciable de position

N
Dans l'intervalle [tq, t,] le vecteur v9 (P) reste naturellement un

. — —
vecteur compris entre les vecteurs [vg (P)] et [vg (P)] .
2 1

— —
Le déplacement élémentaire du point P est dP = v9 (P)dt,
d'ou:

— t —
P,P, :L v9 (P)dt; PP, :(tz_t'l)ﬁ/moy

vmoy; est un vecteur compris entre [W(P)] et [ﬁ)(P)] . Cest
2 1

donc un vecteur fini (figure 3).
—
Par suite, si (t; - tq) est petit, il en est de méme de P,P, .

Nous avons analysé ce qui se passe au cours du phénomene. On
peut donc prendre comme critere de choc le résultat limite.

Lorsqu’il y a discontinuité de vitesse sans variation de position,
on dit que le point a subi un choc ou une percussion caractérisée

par le vecteur :
s t.
3 f SN
t1
Dans le cas du choc, on emploie le terme de percussion a la place
de celui d'impulsion.

1.3.2 Résultats complémentaires

Percussion d’une force finie
Une force qui n’est pas instantanée, c’est-a-dire qui reste finie
pendant l'intervalle [tq, t;], donne une percussion :
P

= -
F = Fmoy (tzft-l)

IFl

T20077,

® masse driver : 0,200 kg
(2) masse balle : 0,042 kg

Figure 2 - Choc driver-balle de golf

Figure 3 - Vecteur vitesse moyenne

P —
Mais comme F_ . est fini, la percussion est infiniment petite
avec (t, — t41). Elle peut étre négligée devant les percussions finies.

Percussion de liaison
On admettra que les lois du frottement sont les mémes pour les
forces de percussion que pour les forces finies.

Percussions extérieures. Percussions intérieures

On considére que le postulat de I'action et de la réaction est vrai
également pour les percussions.

Comme pour les forces, on peut énoncer le théoréme: les
percussions intérieures forment un torseur nul.

1.4 Théorémes généraux
a caracteéere vectoriel

Supposons un systéme soumis a un ensemble d'actions exté-
rieures F, . Le torseur des actions extérieures a pour éléments de

réduction :

n N n
—>
Foo= 2 Fk i M_(©)= X CPen Fy
k=1 1

ex
k= C appartenant

au systeme
T~

— t_, — — 3
Fe = | F dt; M, (C)=CPn F,
t!

Ona:
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La somme des percussions est égale a la percussion de la somme.
n A~ n t
n - — e 2—
De méme : ZCPk/\ Fr = ZCPkAJ’t F, dt
k=1 k=1 1

Pendant le choc, C et P, demeurent fixes par hypothése de la
théorie du choc:

T, & (s t
D CPAF, = CPkAdet—f D CP A Fpdt
k=1 k=1 bk
n N
> CPAF, = M " (C)dt
k=1 Ll
n o~ ~
—
Y CPiAFy = Mex(©)
k=1

La somme des moments de percussions est égale a la percussion
du moment.

1.4.1 Théoréme de la somme géométrique

Partons du résultat obtenu dans l'article [A 1664] Dynamique
générale. Forme vectorielle, de ce traité.

— 49 — h_, —> —
Fexz—d—t— o9 ; . Feox dt:[og} —[09}
2 1
by — —
BERE
2 1

Théoréeme. La somme géométrique des percussions exté-
rieures est égale a la variation de la quantité de mouvement.

1.4.2 Théoreme du moment cinétique

Prenons comme origine des moments C fixe.
Le théoreme du moment cinétique indique :

— d9 s (C
Mex (C) = ""‘%‘t(—‘)‘

b__, — —>

. Mq, (Cydt = | us(C)| | us(C)|,
= - .
Mey (C) = | 18(C) |,—| #9(C) |,
s

T CPnFy = [E(C)L—{E(C)L

Théoréeme. Le moment de la percussion en un point fixe est
égal a la variation du moment cinétique.

Remarque : nous avons le méme résultat si nous appliquons le théoréme au centre
d’inertie du systéme ou en un point qui ne subit pas de discontinuité de vitesse.

MECANIQUE GENERALE

1.5 Choix des repéres en théorie du choc

Le choix des repéres n’est pas aussi strict que celui qui doit étre
fait en dynamique usuelle. On peut démontrer le théoréme suivant.

Théoreme. |l existe une infinité de repéres ou l'on peut
appliquer la foi fondamentale concernant le choc. lls sont tous
en mouvement continu par rapport a un repére galiléen.

1.6 Un modéle capital en théorie du choc :
le choc de deux sphéres

Ce modeéle a joué un réle considérable en théorie du choc et
méme, plus généralement, en mécanique. Il nous permet de
comprendre les problemes qui se posent. Mieux, il nous permet de
préciser notre propos initial a savoir que la théorie du choc est une
théorie destinée a pallier notre ignorance des actions mécaniques.
En effet, dans ce cas, nous pouvons étudier le phénomene de choc
comme un mouvement ordinaire car la théorie de Hertz nous
permet de connaitre la nature des actions au contact de deux
spheéres.

1.6.1 Définition du choc direct

Soit deux sphéres homogeénes (S) et (S’) de masses m et m’, qui
viennent se heurter a l'instant t;. Le choc est appelé direct quand,
a cet instant tq, leur vecteur rotation est nul et que les vitesses de
leurs centres G et G’ sont dirigées suivant la ligne des centres
(figure 4).

Pendant la durée du choc, la ligne GG’ peut étre considérée

—
comme immobile. Nous la prendrons comme axe (O ; Xj).

— —
Posons | vd | = v 7 vl ) = v 7 a l'instant initial
s /1= Vito\Vs' /1= V14 :

Nous supposerons que les liaisons sont parfaites.

1.6.2 Application des théorémes généraux

Théoreme du moment cinétique a chaque sphére en G

°a(s): Mo (G) = |18(6)],- |,
=\ (—
o -To-|(af), (<€),
. .
comme (92)1 = 0:(92 )2 =0
s (s

Figure 4 - Choc de deux sphéres
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Le mouvement, qui était a t; une translation, reste, a la fin du
choc a l'instant t,, un mouvement de translation.

® a (S’): le résultat est identique.
En conclusion, on peut donc poser :
— —
Vs ),= V2% \Vs /= V2%
Théoréme de la somme géométrique
La somme des percussions extérieures est égale a la variation de
la quantité de mouvement. En projection :

0=m(vy-vy)+m (vy -vy)

ce qui exprime encore que la vitesse du centre de gravité de
I'ensemble des deux sphéres n’a pas varié.

1.6.3 Indétermination du probléme

La théorie générale des percussions nous donne seulement une
équation entre deux inconnues v, - vq et v, —v].

Il faut une équation supplémentaire pour lever l'indétermination.
On doit, pour cela, faire une hypothése sur la nature des corps
comme y invite I'expérience qui montre que le rebondissement
varie avec la matiére constituant les corps.

1.6.4 Analyse du phénomeéne de choc

Pour cela examinons d’abord, d’'une maniére générale, la fagcon
dont évolue la distance GG’ = ¢ pendant l'intervalle t, - t;. Il faut
en effet abandonner la mécanique du solide indéformable pour
expliquer le phénomeéne. On peut distinguer deux phases :

— phase t; <ts<t* t*¥<t,

. — = . 7 .
Les actions Fgg et Fg.g augmentent, il y a déformation locale :
la distance ¢ diminue ;
— phase t*<t<t,

Les actions Fgg et Fg.g diminuent et par suite ¢ augmente

légérement a cause de |'élasticité plus ou moins parfaite de la
matiére. La distance ¢ passe par un minimum, ce qui implique que
s
la vitesse relative vg, est nulle; en effet:
—
d¢ 2

Ve (G) = gp Xg = 0

Les vitesses des centres d’inertie sont égales :

—> — —
) S
Vg = Vg + Vg

— =

0 0 , ~ ,
0=vg-vg =(v-v)Xg=Vv =v

1.6.5 Levée de I'indétermination.
Coefficient de restitution

Les corps sont parfaitement mous

On dit que les corps sont parfaitement mous quand ils restent en
contact apres le choc. Ce qui signifie que la seconde phase n’existe
pas: t*=t,.

On a donc alors v, =v,, en tenant compte de
m(vy—vy)+m' (v -vy) =0.

’ _ ’
mvy,+m v, = mvy+m v,

mv,+m’v;
Vo= vy = — 1
27727 m+m’

Les corps sont parfaitement élastiques

On dit que les corps sont parfaitement élastiques lorsque, dans
la seconde phase du choc, les corps reprennent exactement leur
forme initiale, la puissance développée par les forces intérieures

étant nulle.
dT

On a alors:: a—t—=0iTz*T1=0
soit encore : %{mv§+m’vﬂ—%[mv12+m’vﬂ =0

ce qui peut s’écrire :
2 2 2 2
m(vy—v)+m (v -viH) =0
m(vy—vy) (Vo+v)+m (vy —v])(vy +v]) =0
En tenant compte de la relation générale :

m(vy-vy)+m' (vy —v;) =0

. - v .. oy
ona: Vot Vy = Vo +V]; Vo—vy = V) -V
soit : (Vg—v3) = =(Vvy3-V])
—
. . S/ S
ce qui donne vectoriellement: { vg | = -1\ vg
2 1

Au cours du choc, le module du vecteur vitesse relative n’est pas
modifié mais il y a changement de sens.

On peut parfaitement déterminer v, et v; car nous avons les
relations :
s ’ o
{mv2+m vy = mvy+m’ v

;o
Va—Vy = Vi -V,

ce qui donne:

Vi- Vi , , Vi—Vq
Vy=Vvy—-2 — et vy = V] +2 =
1+ — T+—

m m

e Cas remarquables
— 7. — [ ’

m=m’;v,=vj; vy =V,

Il 'y a échange des vitesses: chaque sphére posséde aprés le
choc la vitesse qu’avait |'autre avant le choc.

m' —e; vy =0

C’est le cas d'une balle rigide heurtant une paroi fixe v, =-v;.

La balle rebondit sans perte de vitesse.

Cas général. Hypothése de Newton
Dans le cas réel, les corps ne sont ni parfaitement élastiques ni
parfaitement mous.

La vitesse relative des deux sphéres change de sens. Sa valeur
absolue est multipliée par un coefficient € inférieur a 1 appelé coeffi-
cient de restitution.

Remarquons que I'on retrouve les cas précédents :

— les corps mous correspondent a €=0;
— les corps parfaitement élastiques correspondent a €= 1.

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
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Cette relation supplémentaire nous permet de déterminer les
vitesses v, et v;. Pour cela, on a maintenant le systeme :

- s
{mv2+m vy = mvyi+m’vy
, ,
Vo—V, = —£(Vq—-VY])

mvi+m’'vy —em’(vy-v3)
m+m’

qui donne : v, =

mvy+m'vy +em(vy-vy))
m+m’

T
et vy, =

o Valeur de €

On détermine expérimentalement la valeur de €:

— billes de verre &€= 15/16

— billes d'ivoire &=8/9

— billes d’acier &£=5/9

— billes de liege £=5/9

— billes de bois &£=1/2

Dans tous les cas, nous avons suppléé a notre ignorance de la
nature exacte du phénomeéne physique par une hypothése portant,
non sur les actions mécaniques, mais sur les vitesses. Nous
constatons, par ailleurs, que nous avons simplement a résoudre des
systemes de Cramer.

o Perte d’énergie cinétique dans le choc (cas général)

T,-Ty = %m(vﬁ- Vf%% m’(Vlzz— VQZ)
On peut écrire :

1

T,-T, = Em(v2+v1)(v2—v1)+%m’(v2' +v;>(‘v§—v;)

En outre, avec la relation fondamentale :

m(vy—vy)+m'(vy —vy) =0

on obtient :
1 1
TZ—T1=§m(v2+v1)(v2—v1)——m(v2 +v1) (vz—v1)
1 , ,
T,-T, = 7m(v2—v1)(v2—v2 +Vvy—Vvy)
d’aprés la loi de Newton : Vy— vy = —&(vy-Vvy)
R 1 ,
d'ou: T,-T, = im(vz—v1)(1—£)(v1—v1)
o
mv,+m’v; em’ ,
V2mVi S T meny (TVD TN
,
mvy+m'vy —mvy-m'vy  em’ ,
Vo—Vp = 7 - 5 (V4= Vvy)
m+m m+m
,
m'(vi-vy)  em’ (Vi)
Vy—Vy =
2" m+m  m+m T
m’ 1 ,
V,-V, =_m+m’( -£)(vq—Vvy)
1 mm
Donc : T,-T,=-= 1-¢ vy)?
one 2= 2 mam )% vy

Il 'y a toujours perte d'énergie cinétique dans le choc, donc fina-
lement perte d’énergie mécanique.

Deux cas particuliers sont remarquables :

— corps parfaitement mous: €=0

1

m m ’,
oo Th == 3 gy )

MECANIQUE GENERALE

— corps parfaitement élastiques: e=1
T,-T;=0
On retrouve bien la un résultat conforme a la définition du choc
parfaitement élastique.
o Percussion de liaison

Nous allons voir que, si I'on peut déterminer la percussion de
liaison, cette méthode ne pourra pas, par essence, nous fournir
I"action de contact et le temps de choc.

Posons :
/\ T
~ —_— S~
Fss' = Fgg X, et Fgg = Fgg X
— T
_— —
avec Fgg+Fgg =0

Appliquons le théoréme de la somme algébrique a (S) seul :

mais : vy - V; =——m+m,(1+s) V-V,
— , —
— mm (% ,>
donc: Fs,sz——m+m,(1+s) Vi-V}

Mais la fagon d’aborder le probléeme ne nous permet pas de
connaitre la durée du choc.

. = r . I
Désignons par Fg.g |'action de (S’) sur (S).
—— —
Fgs = Xgis X
Entre la force et la percussion, nous avons la relation :

o~ [}

Fgg = . Xggdt
1

La percussion est connue bien que ni la force Xg'g ni la durée du
choc ne soient connus.

Si nous connaissons la durée du choc, il sera possible d’'évaluer
facilement I'action moyenne au cours du choc.

En effet, on peut écrire :

N
Fs's = (Xs:5)mey (2= 19)

Exemple

A titre purement indicatif, pour montrer I'extréme importance du role
de la durée du choc, nous allons calculer (Xg g)moy en fonction de
t, - ty, en prenant :

e =1 Vi = 5m/s
m = 1kg vi = -5m/s
T

m' = 1kg Fs's = =10N-s

-1t (XS’S)moy
(s) (N)
0,01 1000
0,001 10 000

Mais nos équations ne nous fournissent aucun moyen pour calculer
ty—17.

1.7 Théorie de Hertz

Si on connait la loi de contact entre les corps, on peut étudier le
mouvement et les actions au contact en dynamique classique.
C’est ce que permet la théorie de Hertz (milieux continus).

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
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MECANIQUE GENERALE

1.8 Théoréme de I'énergie cinétique

Considérons un systéme mécanique soumis a des percussions
T~

—
dF appliquées en P. La loi fondamentale pour les percussions
donne:

aF - {[ﬁ(P)L—[ﬁ(P)L}dm

En simplifiant I'écriture :

T~
daF = (V- %) dm

L 1
Multiplions les deux membres par 5 (72 + v?) et sommons
pour tous les points matériels du systéme :

S v+v 1 1 2
dF -2 1:-] dm-5 vh’d
jpes 5 5 F,Es(vz) dm 2 PEs(v1) m

Théoreme. La variation d’énergie cinétique pendant un choc
est égale au travail qui serait développé par les actions de
percussion si le point d’application de chacune d’elles avait pour
vitesse la vitesse moyenne arithmétique entre Vv, et v, ,
vitesses en début et fin de choc.

2.1 Analyse générale du choc

La théorie du choc est grandement simplifiée si I'on néglige le
frottement. Cette hypothése est valable dans de nombreux cas. En
outre, elle permet une approche simple d'un grand nombre de
problemes.

2.1.1 Effet d’une percussion sur un solide libre

-~

Soit ? une percussion appliquée en A appartenant au solide
(S) de masse M (figure 5).

-~

. =4 o= —> .
On la représente par F = F u,avec U vecteur unitaire.

Appliquons les théoremes généraux.

N>

(S)

Figure 5 - Effet d'une per ion sur un solide libre
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Théoréme de la somme

w(l[vie),-[v@l)

—

avec Av =([ﬁ (G)L—[ﬁ(G)L)

m) m|)

—
= MAv
Théoréeme du moment cinétique

(?A/\/?\ = ([ﬁ (G)L—[ﬁ(G)L)

— = =
Désignons par {G Xs, Y5, Zs ] le repére principal d’inertie (Rg).

_ — s _ |A00O
e (G)y=Ig- Q2 ;Ig=]0 B 0
00 CRs

| 53

(B[ ©] -Tsadd

0 P P
en posant A Qg = (.QS )2—<QS)1

s 5 = —
Donc : GAA?:IG-AQg
—_1— 3 —
d'ois : Ig "GAAF =acl
1
yy 0 0
o =0 1
=0 = O
¢ B
1
0 0 =
C Jrs
. S
Nous allons montrer que I'on peut relier la percussion F a la

~

- —
projection de vO(A) sur la direction F .
—

— — 7 =
vO(A) = vO(G)+ Qg A GA

. —
Projetons ce vecteur sur u .
— — —
VO(A)- T = v°(G)~7+(Qg AGA>. v
—
Posons v?0 (A)~7 = wg.
L . - N .
La projection du vecteur vitesse de A sur u peut étre notée :

—

0 0 —
Wg = wg U
—
- = =
Wg =[V0(A)~U]~ u

— e .
Pendant le choc u et GA sont fixes.

— — —

Awg = Av~7+<GA/\ 7) AQg
0 % — S\="1(= S ;\
Aw5=—M—-u+G AU |-Ig AAUu |- F

A

0
Awg - U =

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
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Soit encore :
. = . ~
awd - E|(6Rnv) 75 (6RAT)| F
—
Posons: GAA U = [{, m, n]g
5 —~
0 _[1 € m? nz} -
AWS_{M+Z+?+T - F

Cela signifie que la variation de la projection de la vitesse du
point d'application sur la direction de la percussion est propor-
tionnelle a la percussion.

Si le point G appartient au support de la percussion, alors :

.7
A =
Wg i

2.1.2 Indétermination du probléme de choc
de deux solides

Faisons le bilan des équations et des inconnues.

Equations
On peut appliquer les théorémes généraux a chacun des deux
solides (S) et (S).

Au total nous aurons 12 équations.

Inconnues

o Parametres inconnus : les positions de chacun des solides ne
varient pas au cours du choc. Il suffit donc seulement de connaitre
I'état des vitesses aprés choc, c’est-a-dire finalement les dérivées
des 12 paramétres.

o Inconnues dynamiques: c'est la percussion de contact

T P
Fgsr = — Fgg . Il suffit de connaitre sa valeur algébrique. Il y a

donc une inconnue dynamique.

Au total, il y a donc 13 inconnues alors que les théorémes géné-
raux nous fournissent seulement 12 équations. Le probléme est
donc indéterminé du fait que, jusqu’ici, aucune hypothése n’a été
faite sur la nature du contact.

2.1.3 Etude du contact entre deux solides
au cours d'un choc

Soit deux solides libres (S) et (S’) (figure 6).

La mécanique du solide invariable suppose invariables les
distances des éléments mais cela est difficilement compatible avec
le phénomeéne de choc ou les déformations locales ont une grande
importance.

(')

Figure 6 - Contact entre deux solides au cours d’un choc

Toute reproduction sans autorisation du Centre frangais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
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La mécanique classique y supplée de la maniére suivante, en
supposant que les déformations ne sont sensibles qu’au voisinage
des contacts.

On suppose que chaque solide est formé de deux parties :

— un noyau (N) parfaitement rigide limité par une surface (o) ;

— une pellicule de masse négligeable qui subit seule la défor-
mation. Elle est comprise entre (o) et (X).

2.1.3.1 Contact géométrique. Contact mécanique

Contact géométrique : il est réalisé lorsque les deux surfaces (o)
et (o) viennent en contact.

Contact mécanique : il est réalisé lorsque les deux surfaces
externes (X) et (') viennent en contact.

Cette fagon de voir correspond au probléme observé, d’une part,
et, d’autre part, a une fagon de voir généralement adoptée.

Mais si deux solides (S) et (S’) sont liés par un ressort, on ne
considere pas qu'il s’agit d'une liaison au sens de la géométrie ou
de la cinématique, car chacun des solides peut du point de vue
géométrique se déplacer sans étre géné.

2.1.3.2 Vitesse de pénétration

Nous allons définir de maniére intrinséque ce que I'on appelle
vitesse de pénétration des solides, qui est leur vitesse de rappro-
chement lorsqu’ils sont en contact.

Soit O et O’ deux points appartenant aux noyaux de (S) et (S’) et
situés sur la normale commune (figure 7) ; posons :

Yy
7 00

|oo”

Soit deux points P4 et P, appartenant aux noyaux. D’apreés la
cinématique du solide invariable :

S S I
vg: (Py) = vg (P + Q5 AP,P,
S — S —
vg- (Py)-n = vg, (Py)-n

Ce n’est autre que le théoréeme de I'équiprojectivité ; toutes les
vitesses des points situés sur la normale commune ont méme
projection sur cette normale commune.

S ? — | =
Posons: Wg, = [vs, P)-n ] n , soit encore :

S s — S S -
Wg =Wsg. - n avec Wg =vg (P)-n

— — A7 A7
Wg'z v?(Pﬂ-% %
loo’| | [oo”
-3 1 |7% —| ==
we = — [vs,(P1)- 00'} .00’
(00")

3
Wy est appelé vitesse de pénétration de (S')/(S).

P P

Solide (S) Solide (S")

Figure 7 - Vitesse de pénétration des solides
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2.1.3.3 Les différentes phases du choc

— Il 'y a d’abord une phase de compression pendant laquelle
—_—
Wg, est dirigé vers (S). Les deux corps se rapprochent, les pelli-
cules se déforment.
— La vitesse relative Wg, s’annule pour t=t* e |tq1, tol, puis
elle change de sens.

— Ensuite, les pellicules reprennent plus ou moins leur forme
primitive. C’'est la phase de restitution.

2.1.3.4 Différents cas possibles. Levée de I'indétermination

Corps parfaitement mous

Seule la premiere phase existe. La déformation subsiste. La
caractéristique d’un corps mou est :

—
Ws ), = 0

—
Wg (P)- 7 =0
—

[WQT(P)— vg,(p)].ﬁ =0

Corps parfaitement élastiques

On dit que les corps sont parfaitement élastiques s'ils reprennent
aprés choc leur forme initiale, le travail développé par les forces
intérieures étant nul.

On montre que cette hypothése conduit au fait que la composante
—_—

normale de ng (P) change de sens pendant le choc sans changer
de valeur absolue :
—_— —
2),=-(ug)
(W), - (%),

Cas général : corps quelconques

Les solides ne sont jamais ni parfaitement mous ni parfaitement
élastiques. On adopte alors I'hypothése de Newton.

Y Y
(WS'>2 = ‘S<WS'>1

Si £=0, les corps sont parfaitement mous.
Si €= 1, les corps sont parfaitement élastiques.

On pose :

2.1.3.5 Perte d'énergie cinétique

Il y a toujours perte d’énergie cinétique au cours du choc.
T T

i — =
On a toujours Fgg  + Fgig = 0 :

— —

(WQ)Z- (W§)1 =KFgs  K>0
—

=KFgg  K>0

—

—
= (K'+K) Fsg.

S S
— (WS'>2—(WS')1
Fsg = ———

(K'+K)

A 1668-10

Par ailleurs, les théorémes de I'énergie cinétique donnent :

H(VS')2+<VS'>1 H(VS)2+<V8>1
T,-T, = ss" 5 tlss 5 ——
—
S S
;\(WS'>2+<WS )1
- I'ss’ 2
! e [(wE - (we )
=T = 3g7re [\Ws o=\ Ws' )y
— —_—
. S S
Mais : (WS,)Z = - Ws,>1
donc: T,-T. =—l(1—32) : <WS>2
2" 2 K+K\Ws

Cette formule montre que la perte d’énergie cinétique est
maximale pour €= 0. Elle est nulle pour e= 1.

Cas particuliers

® Si G et G’ appartiennent a la normale, K=
M’ étant les masses de SetS’:

1 f_
metK-M,,Met

1 MM (—)\?
T,-T, :_3(1_32) (W§,>1

M+ M
S

) g (WS'>-|
® Silechocestmou(e=0): Fggr = — ———
K+ K’

(wg)

—

) _ - Ws ),

e Silechoc est élastique: Fgg = - 2 ——+
K+ K

La percussion est deux fois plus élevée en choc élastique qu’en
choc mou. Cela a une grande importance dans le choix des maté-
riaux subissant les chocs.

2.2 Méthode d’'étude d'un probléme
comportant un choc

2.2.1 Les trois phases de I'étude

Un probléme de mécanique comportant un choc s’étudie en trois
étapes pour traiter a part le phénomeéne du choc.

Premiére phase : mouvement avant choc t, < t<t,.

Il s'étudie a l'aide des théorémes généraux des équations de
Lagrange. Cette étude permet de connaitre positions et vitesses au
début du choc, c’est-a-dire les conditions initiales du choc.

Deuxiéme phase : choc proprement dit: t;, <t<t,.

L'étude a I'aide de la théorie du choc permet de connaitre |'état
des vitesses en fin de choc. Comme la position du systéeme n’a pas
varié, la position est connue. On connait donc les conditions
initiales pour la phase suivante.

Troisieme phase : mouvement aprés choc: t> t;.

Il s’étudie comme la premiére phase avec, comme conditions
initiales, les conditions de fin de choc. C'est cette phase qui sera
trés importante.
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2.2.2 Etude de la traction par choc
en supposant le choc mou

Le solide (S) de masse m tombe sur le solide (S’) de masse m’
d’une hauteur h (figure 8). On se propose de trouver la tension
dans la barre qui résulte du choc.

Etude du mouvement juste avant le choc

Elle est ici élémentaire et les résultats sont connus.

e Solide (S)

L. - g . 0 g
Position OA’ = z* Z, ; vitesse Vo= vZ,;vi=42gh.

e Solide (S')

ey > . Y -
Position OA = z* Z, ; vitesse v0' =v'Z;; v; =0.
Au moment du choc A et A’ sont confondus.
Cette étude peut étre un probléme en soi.

Etude de la phase de choc. Vitesse en fin de choc
Position en fin de choc : elle est égale a celle en début de choc
car il n'y a pas variation de position.
Vitesse en fin de choc: on applique le théoréme de la somme
géométrique.
. . e
En projection sur Z,, cela donne :

m(vy—vy)+m'(vy —vy) =0
v; = 0 (S’ est initialement immobile) ;

vy =V, = 0 (choc mou).
En portant ces deux résultats dans I’équation du choc, on obtient :

m
m+m’

- ~2gh

Vy, = Vi

v
2" m+m

Etude du mouvement de I'ensemble apres choc
On suppose la barre équivalente a un ressort de raideur K:

-K(z-zg) + (m+m')g=(m+ m’')z"
avec 2z longueur du ressort sans contrainte.

Posons: z = z*¥ + Z avec z* position d’équilibre ; z déplacement

a partir de I'équilibre. i
Mais : —K(z*—zo)+m’g=0;z*=zo+ﬂk_g.

L'équation différentielle s'écrit :
— —
(m+m’)z”+KZ = mg

v K = _ m
St m T 9

m+m
Posons Q = | K -, la solution de cette équation différentielle
classique est: M+t M

mg
K
A et B se déterminent avec les conditions initiales, qui sont celles
de fin de choc. Pour la simplicité de I’écriture, nous réinitialisons le
temps t=1t, > t,=0.

Z = AcosQt+ BsinQt+

z(0)=0
70y = " _ /2gh
m+m’
_  mg mJ2gh .
Z = — (1-c0sQt) + ———— sinQt
K( ) JK(m+m’)
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Calcul de la fleche maximale et de la force maximale de tension
o Fleche maximale

_ mg m2g2  2m2gh
2 = T [ToF, 2mioh
K K K(m+m’)

Posons m_Kg = f, (fleche statique, c’est-a-dire due au poids mg).

n est appelé amplification dynamique.
o Force maximale de tension

Fau = K(zy-29) = K(z¥+Zm - zp)
Fu=mg+Kzy

Fy=g(m’ +n-m)
Exemple

Pour illustrer les effets trés importants d'un choc, prenons les
éléments suivants :

m:8kg;m':O(butée);h:O,ZSm;K:4><107N/m
Cette valeur de K correspond a une barre en acier de 2 m de long et
de 4 cm? de section.
On trouve :
f,=2x10"%m; n=500; Ffy =40 000 N
On peut réduire considérablement I'amplification dynamique en
mettant un ressort en série avec la barre (figure 9).

C'est le principe de nombreux dispositifs de sécurité (auto-
mobile, fixation de sécurité des skis, emballage des produits
fragiles).

Barre

(§Yy-—""" T m
v
zﬂ
Figure 8 - Traction par choc
K
2
0 g
K
m

Figure 9 - Diminution des effets du choc
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La théorie du choc avec frottement présente de nombreuses diffi-
cultés. Mais son intérét est indiscutable pour un grand nombre de
problémes ou I'approximation du coefficient de frottement nul ne
permet pas la compréhension des phénomeénes, comme dans le cas
de I'impact d’un club contre une balle de golf ou c’est le frottement
qui permet la mise en rotation trés rapide de la balle.

3.1 Cas d’une plaque mobile (S)
heurtant une plaque fixe (Sg)

La théorie et les méthodes seront étudiées dans ce cas particulier
(figure 10) pour éviter des développements laborieux et mettre en
avant la méthode utilisée.

) — —
La plgqug(S) est mobile dans le plan (Xo, YO).

(I ; Xoo Yo) est un repeére utilisable pour la théorie du choc ;
—

Y, est la normale extérieure a (Sp) ;

—
Z, est la normale au plan des plaques ;

Evad . P Y PN
X, est choisi de maniere que, si I'on désigne par [a, b, 0] les
coordonnées de G, on ait ab> 0 (coordonnées de méme signe).

—_—
En1, I'action de contact est Fpg = [Xjs, Yps, 0] ou, pour simpli-
0

fier I"écriture, @ =[X,Y, OJRD. Elle donne lieu a la percussion :
N ~ A~
F()S = [X, Yr O]RD
=3 o
On pose: v%(G)=1Ia, B, 0lg,; vs (M =1[u, v, 0lg,

Les quantités o, B, u, v se calculent a partir des parameétres qui
—
définissent les positions de (S) et de (Sp). Remarquons que vg (€))

n‘est pas ici la vitesse de glissement car il y a pénétration. La
vitesse de glissement est seulement la projection de ce vecteur sur

kv .
la tangente X, soit:

BN
vg = [u, 0, 0]g,
o
La vitesse de glissement de (S)/(Sy) est le vecteur vg (I) lorsque
I'on suppose la vitesse de déformation v nulle. C’'est donc :

—>
— — 0 —
Vg =1 Avg(Dan

3.1.1 Théorémes généraux de la théorie du choc

Théoréme de la somme géométrique
N\
X = M(ay-oy) (1

Y = M(B;-By) 2

A 1668-12

Figure 10 - Choc de deux plaques planes

Théoréme du moment cinétique en G

7~
- > — —
GIAFyg = (#O(G))z—(MO(G)>1
5 |-a X 0
GlaFys = |-b| A|Y]| = 0
N\ N\
0]R, 0]R, —aY+bX Ro
— = 3
U0 (G) =I5 Qg
N A-F 0|0
(@) =|-F B 0|0
0 0 Cl|lo
On pose C= Mpz, p/e'\tant/le rayon de giration.
Donc: —aY+bX = Mp? (w, - w,) (3)

Le probleme serait parfaitement résoluble si I'on connaissait :
— les lois qui régissent la percussion de contact (loi de Coulomb).
Mais il faut pour cela connaitre I'état de la vitesse de glissement ;
— la condition de fin de choc. Nous prendrons provisoirement
celle de Darboux :
Vy=—€Vq (4)

Les lois qui régissent I'action de contact, et donc aussi celle de
la percussion de contact, seront connues lorsque I'on connaitra
Tg, donc en étudiant ce qui se passe pendant l'intervalle [tq, t5] a
I'aide des théoremes généraux pour les forces finies. On utilise

simultanément les théoréemes généraux des forces finies et les
théorémes généraux du choc.

3.1.2 Application des théorémes généraux

Théorémes de la somme géométrique

do
MW =X (5)
dg

Théoréemes du moment dynamique
do
2 27 _
Mp 97 = bX-aY (7)

Pour résoudre le probléme, il faut connaitre, par les lois de
Coulomb, la relation entre X et Y, donc connaitre la vitesse de glis-
sement.
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—

Calcul de v (I)

—0> H —) N
vg (D) = vS(G)+QS A GI

=ﬁ+0/\,
0

o+ bo)
=|p-aw
0 R,

Donc: {u = a+bo (8)
v=[-aw

La vitesse de glissement est, rappelons-le :

=(oc+ba))70 ou ?gzufo

Remarque

On peut passer des équations (5), (6), (7) aux équations (1), (2), (3) par intégration par

rapport au temps, en négligeant les percussions dues aux forces finies (il n'y en a pas ici)
et en admettant qu’il ny a pas variation de position.

Mda=Xdt; MdB=Ydt

Mp?dw = bXdt-aYdt

4 4

M(“z*%):‘[ th;M(ﬁrﬁO:J ydt
ty t

&

t
Mp? (w, - w,) = bJ’ th—aJ’ Ydt
t

il
3 3

~ A
mais Xdt=X; Ydt=Y
t t,

et I'on retrouve bien les équations du choc.

3.1.3 Relation entre les composantes de la force
—

et les dérivées de la vitesse vg @
Les équations (8) donnent :

du _ doc
dt dt

do dv _dp do

dt ‘dr T dr 94t
en tenant compte de (5), (6)et (7), on aura:

du_ X ,pbX-ay dv_y _bX-ay
dt ~ M Mp2 'dt = M M p?
du 1

i . au _ 2_p2) x__ab_
soit encore : at " M2 (p b )X Mpzy
dv _ab_ 1
—-— = X+ 2+ a2)y
dt = " mMp2 " Mp2 2+ 22)

du % . L .
9F et a7 s’expriment linéairement en fonction de X et Y sous

forme matricielle :

du p? + b2 ab

dt| _ | Mp2  Mp?||X )
dv ab p2+a? Y
dt T Mp?2  Mp?

MECANIQUE GENERALE

On désigne par [G] la matrice de (9) et on pose :

£z p2+ a2 _ab
1 ab 2 p2+ b?
R _(pP+a)(pP+b?)
Remarque : F R P T ¢72>1

On peut ainsi écrire :

2., p2 2
du _p +b< __ab Y);ﬂ= ab (p +al,, X)
dt M p2 p2+ b? dt  Mp? ab
du  p?2+
9 C Vp 2 (X f,Y) (10)
dv ab
— = = (L,Y-X 1
dt  Mp? (h ) an
. . du dv
On peut naturellement exprimer X et Y en fonction de ar et ar
par la transformation inverse. t t
Le déterminant de la matrice [G] est :
_ p2+at+b?
- M2p2
p2+a2 ab
M2 p2 2 2
(G = — 2p 2 Mo Mo
p?+a‘+b*| ab  p2+b2?
M p? M p?
d'ou :
p*+a? Mab du
X| _ pZ+a2+b?  p?i+a?+p? || dt “12)
Y Mab p2+ b2 dv
p2+ a2+ b? p2+ a2+ b2| L dt
, . L . du dv
X et Y s’expriment linéairement en fonction de ar et FTE

3.1.4 Discussion

Elle se fait en fonction de la vitesse de glissement et, en particulier,
de sa valeur initiale u4. Trois circonstances peuvent se présenter :

uy<0;u;>0;u=0
On suit I'évolution de la vitesse de glissement en cherchant le

—>
lieu de I'extrémité du point M, tel que OM
décrite est I'hodographe du choc.

= [u, v, 0]. La courbe

La vitesse de glissement initiale est positive : u; >0

La composante tangentielle Xest donc négative au début du choc :
|[X|=f|Y] donc X=-f|Y|

X=-fY

Les relations (10) et (11) donnent alors :

mais Y> 0 (choc), donc:

du p?+b?

=T Ry (13)
- (14)

avec Y> 0.
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La relation (13) montre que u est une fonction décroissante du
temps. En faisant le rapport membre a membre de (14) et (13), on
obtient :

dv f+ f'l

i e (15)

dv
donc — est constant.
du

La trajectoire du point M est donc une droite d'équation :
£ + f1( )
v-v, = - f,——(u-u
1 2f+f, 1

(vq est négatif du fait méme qu’il y a choc).

Cette équation est valable depuis t = t1 jusqu’a un certain temps
t* e ]t1 ' tz[-

Remarquons que jamais u ne peut redevenir positif s'il s’est
annulé.
En effet, s’il y a glissement positif, on a toujours :
du p?+ b?
— = — —— (f+1,)Y
dt M p? (F+1y)

La fonction u ne peut étre que décroissante. Si elle a la valeur 0,
elle garde donc la valeur 0. On doit donc envisager les éventualités
suivantes :

— u ne s’annule pas et reste positive jusqu’a la fin du choc ;
— u s'annule et reste nulle jusqu’a la fin du choc;
— u s’annule et devient négative jusqu’a la fin du choc.

On peut représenter graphiquement cela de la maniére suivante.
o 1" hypothése : u> 0 jusqu'a t=t, (figure 11)

Nous allons maintenant chercher quelles conditions doivent
remplir uq et vq pour que I'hypothése soit vérifiée pour une posi-
tion de choc.

Pour étre dans ces circonstances, il faut et il suffit que le choc
soit terminé lorsque u est toujours positif (ou éventuellement nul).

L'équation de I'hodographe donne :

f+f f+f
Vy—Vq=— fz—f—;—)—(;(uz—uo i (MT+ovy = fz'ﬁ“f;(uz—uﬁ

+f,

u, = U1+(1+£)mv1

u, doit étre positif ou nul
Calculons maintenant u.
f+f,
AT YA
- (f+ 1)
= e
17 f(f+1)

T+ vy=0 vy =—|vy

u (1+& v, ou (1+¢e)|vy|

- 2
Y= B F)
U, f+f,

soit encore : e
[v4] fo(f+ 1))

(1+¢)

Autrement dit, il faut que u, soit suffisamment grand par rapport
a ‘vﬂ.

Si I’'on est dans ces circonstances, les équations sont valables du
début a la fin du choc.

Nous pouvons maintenant déterminer complétement le probleme.

Détermination des inconnues

~ o~
Les inconnues du probleme sont oy, By, wy, X, Y. Pour les
déterminer, nous avons :

A 1668-14

— les équations du mouvement :

X=M(oy—aq); Y=M(By-B7)
bX-aY = M p? (w, - )

Remarquons qu’au lieu de déterminer o, et 3, il est suffisant de
déterminer u, et v, pour connaitre I'état du mouvement aprées
choc. En effet :

{u = a+bo

v=[f-ao

— la condition de fin de choc: v, =-¢vq;

— en outre s’'ajoute maintenant la loi de Coulomb dont nous
venons de préciser les conditions d’application : il y a glissement
du début a la fin du choc et glissement positif :

IX| = flY] ; X=-fY

ce qui nous fournit la relation supplémentaire qui nous manquait.

Corps mous

i g=0 —
Y Y

Cas particulier
Uy = 0

X
Uy
M
1%
Corps élastiques
£=1

=<|

Cas particulier
Uy=0

Corps quelconques
D<e<1 7

Cas particulier
u,=0

Figure 11 - Hodographe du choc pour u; > 0
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Nous avons maintenant 5 inconnues. On peut remplacer, dans
les équations du mouvement, les termes en ¢, f par des expres-
sions correspondantes en u, v:

0{2—0{1= U2—U1—b(G)2—CO1)
Ba=Pr=Vva-vi+alwy—an)
X = Mluy—uy—b (0, 0,)]
Y= M[Vy—Vvy+a(w,— )]

Or ?:—f?,donc:

—(bf+ a)?: M p? (w, - )

. " M p? o Mp2f
d’ol: Y= orpr (02— 1) s X= = (0~ )
. p2
Mais: MI[vy— vy +a(w;- o)l = - 57 (- )
. a+ bf
t: - =—2" -
soi Wy — 0y az+p2+abf( +e)Vv,
d 2 WLi—
onc: e
a2+p2+abf( Tev
- M p2f
X=—————(1+eVv
az+p2+abf( vy
2
Ell/,:%?f(wz*wﬂ = Mluy-uy—b(@;- ay)]
fp?
Up—Uq = b+5—+—5?(w2—w1)
ab+ b2f+ p2f
= a9+ DT+ Pl (g
2 = th az+p2+abf(+g)v1
On a alors :
ab+ b2f+ p2f a+ bf
e ARV T AL
p2
P —
%2~ % a2+ p?+ abf (T+evs
De méme:
a+ bf
By — B4 :—(1+s)v1+am(1+€)v1
_p2
By—By = (T+8)v,

a?+p?+abf

En résumé, le mouvement en fin de choc est défini par:

p2
= + e [ (1 4 E) V.
%2 = %N a2+ p?+ abf ( "
p2
=B -——5—— (1+e)vVv
b= Py a2+p2+abf( "
W, = a+ bf (1+¢&)v,y

@+ =30
1" a2+ p2+ abf

La percussion de liaison est entierement déterminée par :

5% M2 rve

= = +e)v
a2+ p?+ abf !
~ M p2

Y= P (1+ev,

a2+ p2+abf

MECANIQUE GENERALE

N fi+ 1
® 2 hypothése : u; <—(1+¢) 7—(?:—1’—5‘/1
2 1

La vitesse de glissement s’annule pour t=1t* € ]t;, t,[ et reste
nulle pendant un certain intervalle de temps (figure 12).

u
OnaW—O.

du p*+b?
dr © Mp?

(X-1£,Y), relation (10),

X-f,Y=0 Y>0
Or, dans la phase précédente, nous avions :
X=-fY Y>0

La composante tangentielle devient subitement positive : X = f, Y.
L'action de contact est donc discontinue pour t=1t*. Le non-
glissement exige d’autre part: | X|<fY.

Le roulement sans glissement se poursuit donc si:

fo Y<fYdoncsif,<f
ab

soit :
p2 + bZ

<f

Les conditions de déroulement du choc étant connues, nous pou-
vons maintenant déterminer oy, f,, Wy, X, Y.
o 3% hypothése

La vitesse de glissement qui s’était annulée pour t=t; devient
négative (figure 13).

La vitesse de glissement étant forcément négative, on a:
IX]=flY]
X=+fY

On avait précédemment X=-fY.

Il'y a donc ici aussi discontinuité :

du _  p2+b?
ar = T Y
v
M2
TTme Tt
M, X

Figure 12 - Vitesse de glissement nulle en fin de choc

Figure 13 - Vitesse de glissement négative en fin de choc

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.

© Techniques de I'Ingénieur, traité Sciences fondamentales

A 1668-15



MECANIQUE GENERALE

La vitesse de glissement initiale est négative : u; <0
La composante tangentielle X est donc positive au début du choc :

X=fY
Les équations :
du _ p?+b? .dv_ ab
ar = g KRV i =g (Y0
deviennent alors :
du _ p?+b? .dv_ ab
T W 2 (f—fZ)Y,—d—t-_M—pz(ﬁ—f)Y Y>0

La trajectoire du point M est donc définie par:

dv _ ab f1—f.dv_ff1—f
du ~ p2+b2 -6 ' du 27 F,

s Hh<fy
= f. f1_f . 0
V-V, = 2f_fz(u—u1) ;U<

équation valable au départ.

C’est la position de f par rapport a f; et f, qui va permettre de
conduire la discussion.

On peut, a partir de I’'hodographe du choc (figure 14abc) faire
le méme raisonnement que précédemment.

La vitesse de glissement initiale est nulle : u; =0

Trois cas peuvent se produire aprés l'instant initial :

* ureste nul;
* u devient positif ;
* u devient négatif.

Par une étude analogue aux précédentes, on peut montrer que
deux cas seulement peuvent se produire.

u reste nul ou devient négatif jusqu’en fin de choc (figure 15).

3.2 Méthode générale

La méthode se généralise au cas de deux solides quelconques,
tous deux en mouvement (figure 16).

Les deux solides donnant lieu a I'impact sont (S) et (S').
Og i Xy, Yy, Zy| estun repere galiléen, |1 X;, Y;, Z; |estun

P
repére d’origine I, point d’'impact et Z, est porté par la normale
commune.

On utilisera, comme repére de projection, le repére :

—_— — —
[I ; Xor Yoo 2o
Solide (S) : centre d'inertie G

N
1IG = [a, b, c]RD

masse VI
— A-F -E
tenseur Ig=|_F B _p
-E -D CJp,

Y

—EVy

Fin de choc

Y
M ~EV
RETERRPPR Lty i R
— =
X
M,
\ y
O]
Figure 14 - Hodographe pour u; < 0
Yi v

i

M,

Figure 15 - Hodographe pour u, = 0
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+0|(S)

Figure 16 - Choc de deux solides quelconques

Solide (S’) : centre d'inertie G’
—
IG" = [a, b, C'Ig,

masse M’
_ A _F _F
tenseur I = _F B _p’
-E -D  C]g,

Nous n’avons pas besoin de la position des solides (S) et (S').
Leur état des vitesses suffit :

N —
— solide (S): v9(G) = [a, B, 71g, !22 =[P, q, rlg,

— —
— solide (8'): v8(G') = [, B, 7'Ig, QL =1p, d, g,

~

Les percussions mises en jeu au contact sont Fgg. et Fg.g .

T T
TS oA TS N e A
Fss' =|X, Y, Z|g i Fgs =|-X, =Y, - Z|g,

On suit exactement le processus utilisé pour le cas des plaques
planes.

3.2.1 Théorémes généraux du choc
appliqués a (S) et (S')

Théoréemes généraux appliqués a (S)

e Foe - ml[io] [0

X = M(ey-ay) (16)
Y = M(B,-By) 17
_Z= M-1y) (18)

Toute reproduction sans autorisation du Centre frangais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
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—

— — — —
® GI A Fgg = [;f’(G)L—[#‘NG)]1
— = 3
Ul (G) = I5- Qg
A-F —E|lp
=|-F B -D||q
-E -D C]||r
Ap-Fq -Er
= |-Fp+Bq-Dr
- Ep-Dqg+Cr
— = -a —S(A\
GIAFgg = | _p|A|-Y
—c| |-Z
b?—c/\//\\
=|lcX-aZ
aY-bX]g,
bZ-cY = A(py—py)-F(ay,—q)-E(r,-ry) (19)
cX-aZ=-F(p,-py)+B(g,-q)-D(r,—ry) (20)
aY-bX=-E(py,-py)-D(g,-q1)-C(ry-ry) (21)

Théorémes généraux appliqués a (S')
—

o Foo=m{|[de] ]

On obtient donc des équations comparables a (16), (17) et (18).

X=M(ay-af) (22)
Y= M(By B (23)
Z=M(yy-7)) (24)

. 51 nfy - |8 @),

Il s’agit du moment cinétique du solide (S’). On obtient des équa-
tions comparables a (19), (20)et (21) :

S N\
- bZ+cY = A(py -py)-F(q5-q4)-E'(ry-r%) (25)
/N /N
-cX+aZ=-F(py; -p})+B(q5-q7)-D'(ry-ry) (26)
/N N
—aY+bX =-E(py -p7)-D’(a;3 -q))+C'(ry —ry) (27)
On constate qu’il y a alors:
{12 équations [de (16) a (27)]
15 inconnues : &y, By, Y2/ Pailaily i O, By, V5 P5. A5 .15 X, Y. Z
3.2.2 Lois concernant les actions mécaniques

Loi de fin de choc
Elle s’exprime, par exemple, sous la forme de Darboux par:

S S
<W8'>2 = ‘S(WS'>1

A1668-17
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s 1 s — | =
avec wg = ve (P)- 00’ | 00’
(007)
s |8 > >
W =|ve (P)-Z, |- 2,
s Y <
vg (P) = vg. (P)-vg(P)
S,
ve(P)- Zy =7y -7
s , >’
Ws =(r'-112,
On a donc: Yo —Y2=-¢€(ry =79

Lois de Coulomb

Elles dépendent, comme on le sait, de la vitesse de glissement.
Il peut y avoir des phases de glissement ou de non-glissement qui
correspondent chacune a une forme appropriée des lois de Coulomb.

—
Posons gg,(l) : vitesse de glissement de (S')/(S).

- - = - - -
gS(I)_nAvSAncestadlrelmgs(l) Zo/\VS/\n

Si gg,(l);to 1l y a glissement :

X2+ Y2 = f|Z)

5
Si gg (I) = 0 :il y a roulement sans glissement :

X2+ Y2 <f|2)

<XX0+YY0)-gS,(I)<04:>(ZO /\FSS»/\ZO)'QS/(I)<O

T
N ANy ANy AN_
avec Fgg = XXy +YYy+22,.

L'application des lois de Coulomb exige la connaissance a tout
instant de la vitesse de glissement. (Il faut donc, pour cela, suivre
le mouvement a chaque instant de I'intervalle de choc et non plus
globalement).

Pour préciser les circonstances du choc, on procéde comme
précédemment :

— on écrit les théorémes généraux pour les forces finies ;

— on calcule la vitesse de glissement en fonction de I'état de
mouvement de chaque solide ;

— enfin, on exprime les dérivées des composantes de la vitesse
de glissement en fonction des actions de contact.

3.2.3 Théoremes généraux de la dynamique
des forces finies

On aimmédiatement, en posant FSS = [X,Y, Z]g, . les équations
suivantes.

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.

ve (D)

v§,(1>

Pour le solide (S), on peut écrire :

-X= Ma—t—

dp
-Y=Mgr

dy

-Z= Mdt

dp dg
bZ-cY = AF_FF_

cX- aZ_—th it

_ dp dg
aY-bX = —EW—DW

Pour le solide (S’), on peut écrire :

,do’

X=M5

, dp’

Y_MW

,dy’

Z=M at
,dp’ dqg’ _,
-bZ+cY=A T; W_E
-cX+aZ=-F ar at
,dp" 49
—aY+bX_—EW—D dt

s
3.2.4 Expression de v (I)

— — —
ve M = vi M- vim

—

— —
ve @ = v3(G)+ Q% AGT

o’ _
T=|g| Al-b| =
r'lr, |- ¢JR,

a’+b’r’—c’q’

K
ve (D) = |gsep-ar

Y +aq —b'p g,

o+ br-cq
B+cp-ar
Y +aq-bp]g,

o' +b'r'-c’'q"—o-br+cq
B +c'p’-ar -B-cp+ar
y'+a'q -b'p’'-y-aq+bp]g,
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dp qu Ddr

4P’ g da’ D,dr

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)



3.2.5 Relation entre la vitesse de glissement
>
et les composantes de Fgg

? u
Posons vg (I) = |y et dérivons u, v, w par rapport au
WR0
temps :

du do ,dr’ ,dq da dr dg
T TR TR TR TR T 1
dv._dp" ,dp’ _,dr’ dp dp dr
dar ~dr "¢7dr "% dr dr Cdr toar
dw dy’ _,dq" ,dp’ dy _dqg ,dp
ar " ar YA YA car fartPar

Les équations (28), (29), (30), (31) et (32) permettent d'exprimer :

da dB dy . dp dq dr
dt’ dt’ dt ' dt’ dt’ dt
de/ df dy’ dp’ dg’ dr’

dr ' dr’dr ° dr’'dtr’dr

en fonction de X, Y, Z (systéme de 12 équations a 12 inconnues).
On peut donc écrire :

d

a—% = apX+apY+a;zZ
d

a—‘t—/ = @y X+ ayY+anl
dw

T g1 X+ azy Y+ ag”Z

Les composantes X, Y, Z ne sont pas indépendantes, mais assu-
jetties aux lois de Coulomb.

Y
Vitesse de glissement gg. (I)#0

= v
gs () = uXy +vY,
X Y . = .
v K K<0 composante tangentielle de Fgg. opposée
NG
a vg (D).

D’autre part :

JX2+Y2 = f|Z| mais Z> 0 (choc)
JKZ(u?2+v2 = fZ orK<0
- KJu?2+v?2 = fZ
K=__fZ
Ju?+v?
On a donc finalement :
X_ Y _  -fz
u v 22
—

Vitesse de glissement gg, IH=0;u=0;v=0

. du _,4.dv _
Ona: dt_o'dt_o

Toute reproduction sans autorisation du Centre frangais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
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ce qui donne:
{311X+ a;,Y+a;3Z=0

a3 X+ayY+ayZ=0

JX2+Y2<fZ Z>0

3.2.6 Discussion du probléeme de choc

—
Posons IM = [u, v, W]RO. Le point M est donc I'extrémité du vec-

—
teur vitesse vg,(l). Pendant le choc, ce point décrit dans

—_ > = . . ,
[0; Xy, Yy, Zy] une trajectoire que nous avons appelée hodo-
graphe du choc. La connaissance de cette courbe nous renseigne
—
parfaitement sur I'état du vecteur vg,(I). Mais, alors que dans le

cas des plaques planes nous avions une droite, dans le cas général,
il s'agit d’'une courbe gauche.

S’il y a glissement, nous avons :

X_Y___fz
u v fuZy 2

S’il y a roulement sans glissement, I'équation de la trajectoire est :

_ 8};c’est I’axe <0; Z)

Etude du cas ou il y a glissement
Pour trouver la trajectoire, on a les équations :

X_Y__ _f1z

u v Ju2+v2
%—l:— = apX+apY+a;zZ
%—‘; = @y X+ ayY+ayl
d_\;v = ag X+azY+al

On peut facilement éliminer X, Y, Z de la facon suivante :

du u v

e 5 L R 5 S A
dt an 22 an2 IR tag
du _ 13 5 1
a—{—Zf(—a11U—a12V+ 7 Nuttv )m
d a

&V ze(- az1u—azzv+—2§A/u2+v2)————1—————
dt f uZ+ 2
d a

W _ zf —aa1u—332v+—§A/u2+ v2 S
dt f uZ+ 2

ce qui peut s’écrire sous la forme :

du dv
a - a
1 2
a11u+a12v——f3 u?+ v2 a21u+azzv——f3 u?+ v2
dw
- a
33 2 2
ag U+ agpv-—Jul+v
A 1668-19
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C’est I'équation différentielle de I’'hodographe du choc ; le point
figuratif M a pour coordonnées u, v, w.

L'intégration ne présente pas de difficulté. Elle est trés souvent
facilitée par des simplifications propres a chaque probleme.

S’il n'y a pas de simplification a priori, on pourra procéder de la
maniére suivante en passant en coordonnées polaires (figure 17).

Posons :
Xp: 95 /=6, gg=9X
On a donc: u=gcos6
v=gsin6
L'équation différentielle de I’'hodographe s’écrit donc :

cosfdg-gsin6de sin6dg+ g cos6do

; a3 : 9
a,,co0s 6+ a123|n9——f— g az1cos«9+azzsm9——f— g
_ dw
(631 €0S 0+ as,sin 60— —?) g

C’est une relation de la forme :

cosfdg-gsin0dé sinfdg-gcosfde dw

P B Q "R

a,

avec P = (a”cos¢9+ a125|n9——f>g,
. ass

Q= (a21cose+a223|n9 )g,

R = (a31 cos 6+ as,sin 9——
Les deux premiers rapports donnent
Qcos6dg-gQsin6d6-Psinfdg- Pgcos6do=0
ou dg(Qcos6-Psinf)-g(Qsin@+ PcosH) dO=0
dg Pcos6+ Qsinb
9 ~ QcosfH-Psind
C’est I'équation différentielle, en coordonnées polaires, de la
trajectoire de m projection de M sur (I; 70, 70).

Cette relation n’est valable, bien s(ir, que si I'on est, tout au long
du choc, dans les mémes conditions d’application pour les lois de
Coulomb, c’est-a-dire si le mouvement a toujours lieu avec glis-
sement.

Si, au départ, il y a roulement sans glissement ou si celui-ci
survient au cours du mouvement, alors il faut reprendre I'étude.

Etude du cas ou il y a roulement sans glissement

0 . . .
0} soit au début du choc, soit en cours de choc
VvV =

A 1668-20

¥, |
X
M/_- B
P
i S - =
‘/\ gg =gX
F ]
//./ ‘
! X

Figure 17 - Vitesse de glissement en coordonnées polaires

On a alors:
du =0; dv = 0 pendant toute la phase de roulement
t dt sans glissement
anX+apY+a;Z=0
Dol :
Ay X+apY+anyZ=0

On peut exprimer X et Y en fonction de Z:

’* a3 ap an —agg
—a,, a a,, —a
23 922 21 23
X=ooiiin__—_—. 7, ¥Y=—— 7
a11 ap a1 ap
ay1 Ay ay1 axp

81,893 — 8128
x = Z12923~ 913922
811822 — @128

51843 — 8118
y= 2219137 91193
a1q8g — 81289
mais, pour qu’il y ait roulement sans glissement, nous devons
avoir :
JX2+ Y2 <fZouencore X2+ Y2< {272
2 2
(812873 — 813827) + (821813 — 81183)

soit : > <f2
(81189 — @12821)

ce qui donne la valeur du coefficient de frottement nécessaire pour
qu’il y ait roulement sans glissement. Dans ces conditions, la partie

—
correspondante de I'hodographe est I'axe des Z .
Si au contraire :
(81283 = 8138))? + (8y1 813 — 847 8p3)?
(811855 — @12871)?

f2

il y a glissement et on recommence une phase régie par I’"hodo-
graphe déja étudié.

Renseigné par I’hodographe du choc sur la nature du contact, les
théoremes généraux du choc permettent alors de calculer I'état des
vitesses aprés choc et la percussion de contact.
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